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三角形中的极化恒等式 

题目中对夹角一无所知，给出中线或对边的长 
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的最小值。内的一点为平面
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已知O 是 ABC 内的一点， AOBAOCBOC  ,, 的面积分别为 AS ， BS ， CS

奔驰定理 

0BA CS OA S OB S OC    则

推论:O 是 ABC 内的一点，且 0  OCOBOA zyx ，则

zyxSSS AOBCOABOC :::: 



已知 O 是 ABC 内的一点， AOBAOCBOC  ,, 的面积分别为 AS ， BS ， CS ，求证：
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由此定理可得三角形四心向量式 

O 是 ABC 的重心

: : 1:1:1BOC COA AOBS S S     0 OCOBOA

O 是 ABC 的内心

: : : : 0BOC COA AOBS S S a b c OA OB OCa b c         

O 是 ABC 的外心
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O 是 ABC 的垂心
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证明：如图O 为三角形的垂心，
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综合运用 

练 1、O 是平面上一 定点，A、B、C 是平面上不共线的三个点，动点 P 满足

( ) [0, ).
| | | |

AB AC
OP OA

AB AC
       则 P 的轨迹一定通过△ABC 的（ ）．

A．外心 B．内心 C．重心 D．垂心

分析 已知等式即 ( )
| | | |

AB AC
AP

AB AC
  ，设 ,

| | | |

AB AC
AE AF

AB AC
  ，显然

,AE AF都是单位向量，以二者为邻边构造平行四边形，则结果为菱形，故AP 为

ABC 的平分线，选B ．



练 2 、 ABC 的外接圆的圆心为 O ，两条边上的高的交点为 H ，

( )OH m OA OB OC   ，则实数 m = ．

分析：本题除了利用特殊三角形求解外，纯粹利用向量知识推导则比较复杂，

更加重要的一点是缺乏几何直观．解法如下，由已知，有向量等式 0AH BC  ，

将其中的向量分解，向已知等式形式靠拢，有( ) ( ) 0OH OA OC OB   ，将已知

代 入 ， 有 [ ( ) ] ( ) 0m OA OB OC OA OC OB     ， 即

2 2

( ) ( 1) 0m OC OB m OA BC    ，由O是外心，得( 1) 0m OA BC  ，由于 ABC

是任意三角形，则OA BC 不恒为０，故只有 1m  恒成立．

或者，过点O作OM BC 与M ，则M 是BC 的中点，有
1

( )
2

OM OB OC  ；

H 是 垂 心 ， 则 AH BC ， 故 AH 与 OM 共 线 ， 设 AH kOM ， 则

( )
2

k
OH OA AH OA OB OC     ， 又 ( )OH m OA OB OC   ， 故 可 得

( 1) ( ) ( ) 0
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k k
m OA m OB m OC      ，有 1 0

2

k
m m    ，得 1m  ．



练 3、点 O 是三角形 ABC 所在平面内的一点，满足OA OB OB OC OC OA  ，

则点 O 是 ABC 的（ ）．

A．三个内角的角平分线的交点 B．三条边的垂直平分线的交点

C．三条中线的交点 D．三条高的交点

分析 移项后不难得出， 0OB CA OC AB OA CB   ，点 O 是 ABC 的垂

心，选D ．



练 4 已 知 O 为 △ABC 所 在 平 面 内 一 点 ， 满 足

2 2 2 2 2 2| | | | | | | | | | | |OA BC OB CA OC AB     ，则O为△ABC的 心．

分析 将
2 2

2 2| | ( ) 2BC OC OB OC OB OC OB     ，
2 2| | ,| |CA AB 也类似展

开代入，已知等式与例４的条件一样．也可移项后，分解因式合并化简，O 为垂

心．



练５ 在△ABC内求一点P ，使 2 2 2AP BP CP  最小．

分析 如图２，构造向量解决．取 ,CA a CB b  为基向

量，设CP x ，有 ,AP x a BP x b    ．

于 是 ，
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当
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x a b  时， 2 2 2AP BP CP  最小，此时，即
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OP OA OB OC   ，则点P 为△ABC的重心．
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练 6 已 知 I 为 ABC△ 所 在 平 面 上 的 一 点 ， 且 AB c ， AC b ， BC a ． 若

0a I A b I B c I C   ，则 I 是 ABC△ 的( )

．A．重点 B．外心 C．内心 D．垂心

【解析】∵ IB IA AB  ， IC IA AC  ，则由题意得 ( ) 0a b c IA bAB cAC     ，

∵
AB AC

bAB cAC AC AB AB AC AC AB
AB AC
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，

∴
bc AB AC

AI
a b c AB AC

 
  
  
 

．∵
AB

AB
与

AC

AC
分别为 AB 和 AC 方向上的单位向量，∴

AI 与 BAC∠ 平分线共线，即 AI 平分 BAC ．

同理可证： BI 平分 ABC ，CI 平分 ACB ．从而 I 是 ABC△ 的内心，如图⑸.
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